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APRESENTACAO

Neste livro texto apresentamos novos exemplos de espagos vetoriais do
tipo gréfico, isto é, espacos vetoriais que sio grificos de certas aplicacdes. E
um trabalho que possui como base a dissertagao de Kayo Denner Alves Na-
veca defendida no Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT-UFRR em 18 de marco de 2021. O texto original sofreu algumas
alteragdes ou acréscimos de novos exemplos. Com relacdo aos exemplos
que propomos,o Unico que conheciamos € uma estrutura unidimensional no
grifico de uma parabola, no conjunto ambiente R?. Nossos exemplos gene-
ralizam a ideia para um gréafico de uma aplicac¢ao cujo dominio € um espaco
vetorial e contradominio em um conjunto ndo-vazio. Para efeitos ilustrativos,
nossos exemplos se concentrardo nos casos em que o dominio é R ou R?,
Além disso, mostramos também que o gréfico de tais aplicagdes pode ser
dotado de vdrias estruturas de espacgos vetoriais. Em particular, € possivel
munir o grafico com uma estrutura de espaco vetorial na qual o vetor nulo
pode ser qualquer elemento pré-fixado. Exploramos também o conceito de
retas em espagos vetoriais utilizando uma abordagem similar aquela utili-
zada nos espacgos vetoriais R"” candnicos. Com esta ideia, podemos olhar
os subespacos unidimensionais de um espaco vetorial do tipo grafico como
sendo uma retas que passa pela origem, embora esses entes, do ponto de vista
geométrico usual, ndo sdo retas como estamos acostumados a visualizar. Por
exemplo, podemos olhar o conjunto R? dotado de uma nova estrutura na qual
o gréfico de uma func¢do do terceiro grau € um subespaco do ambiente e,
além disso, visto como uma reta do ponto de vista da nova estrutura. Por fim,
definimos um produto interno em espagos vetoriais tipo grafico, induzido
por um produto interno no dominio de uma aplicacdo. Como consequén-
cia exemplificamos algumas situacdes envolvendo subespacos ortogonais em
espacos vetoriais do tipo gréfico.

Os autores!?

1Elzimar de O. Rufino € professor efetivo do Departamento de Matematica da Universidade
Federal de Roraima.

2Kayo Denner A. Naveca € professor da Fundag@o Bradesco - Roraima



INTRODUCAO

Conforme ressalta DORIER (1995), a teoria axiomdtica dos espagos
vetoriais € uma conquista recente da matematica e muito embora Giuseppe
Peano tivesse dado a primeira definicdo axiomdtica de um espaco vetorial
em 1888, a teoria nao foi realmente desenvolvida antes de 1920. Atualmente
a teoria dos espacos vetoriais € essencial em muitas subdreas da propria
matematica bem como em outras areas do conhecimento. Podemos citar,
por exemplo, a geometria diferencial que se apropria de um espago vetorial
tangente em cada ponto de uma variedade para desenvolver seus resultados.
Embora a teoria dos espacos vetoriais de dimensao finita esteja bem desen-
volvida, novas perspectivas possuem grande relevancia em sua compreensao.

Recentemente, LOPES (2018) construiu exemplos interessantes de es-
pacos vetoriais considerando bijecdes com um espaco vetorial inicial. Nosso
trabalho trata, especificamente, de espacos vetoriais construidos sobre grafi-
cos de aplicagdes e é uma contribui¢do a mais na teoria dos espacgos vetoriais
de dimensao finita.

No Capitulo 1 apresentamos alguns requesitos necessdrios para o enten-
dimento dos capitulos posteriores. Recordamos a defini¢dao dos espacos R"
e apresentamos o conceito de grafico de uma aplicacdo, essencial em nosso
trabalho. Além disso, também recordamos os conceitos de produto interno,
projecdes e damos uma defini¢do de retas em espacos vetoriais.

No Capitulo 2 constam os exemplos de espacos vetoriais do tipo grafico.
Nele enunciamos e provamos um teorema que fornece a estrutura de espaco
vetorial a ser considerada no grafico de aplica¢des cujo dominio sdo espagos
vetoriais de dimensao finita. Os exemplos construidos sdo de espacos uni-
dimensionais (nos ambientes R? e R? e bidimensionais (no ambiente R?).
Os exemplos podem ser estendidos a maiores dimensoes, no entanto, nestes
casos perdemos a no¢do geométrica.

No Capitulo 3, tratamos de subespacos vetoriais do tipo grafico. Desta-
camos que os subespacos dos espagos vetoriais R candnicos, sdo subespacgos
do tipo grafico, sendo assim, casos particulares dos exemplos que construi-
mos. Além disso, introduzimos uma nog¢ao de produto interno nos espagos



INTRODUCAO

do tipo grafico e estudamos a ortogonalidade em alguns casos particulares.

Além dos exemplos apresentdos pelos autores RUFINO (2021) e NA-
VECA (2021), acrescentamos outros de forma inédita. Com isso, fornecemos
mais uma fonte de consulta aos que estudam a teoria bdsica da dlgebra linear
e em particular, aos cursos de dlgebra linear da graduacdo em matemaética ou
ciéncias exatas.



CAPITULO 1
Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns pré-requesitos matematicos ne-
cessdrios para uma melhor compreensdo dos exemplos que pretendemos
expor neste trabalho.

Vamos comecar essa secdo recordando a defini¢cdo de corpo. O leitor
poderd consultar (GONCALVES, 2000) para mais detalhes.

Definicao 1.1 (Corpo)

Seja K um conjunto ndo vazio no qual estdo definidas duas opera-
coes + e - (chamadas chamadas adigdao e multiplicag¢do). Diz-se que
(K, +,-) é um corpo se satisfizer as seguintes condi¢des:
Al-(z+y)+z=x+ (y+2),Y2,y, € K;
A2-x+y=y+uz,Vr,y, € K;

A3- Existe um iinico 0 € K tal que v +0 = x,Vzr € K

A4- Para cada x € K, existe um iinico —x € K tal que x + (—x) = 0.
MI-x.(y.2) = (x.y).2),Vx,y,z € K;

M2-zy=yuz, Vo,y € K;M3-x.(y+2) =xy+y.2,Vr,y, 2 € K;
M4- Existe um tinico 1 € K tal que x.1 = z,Vr € K,

M5- Para cada v € K — {0}, existe um vnico v=' € K tal que
z.x7l =1 &

Exemplo 1.1 Exemplos bem conhecidos de corpos sdo: o corpo dos niimeros
reais R e o corpo dos nimeros complexos C.

A seguir damos a definicao de um espago vetorial!. O leitor pode con-
sultar as referéncias (LIMA, 2014) e (RORRES, 2012) para mais detalhes.

1As primeiras ideias sobre o conceito de espagos vetoriais surgiram no século XVII e estdo

associadas aos progressos relativos a geometria analitica, matrizes, sistemas de equacdes
lineares e vetores no plano euclidiano. Historicamente, Giuseppe Peano formulou pela
primeira vez o conceito em 1888



Definicao 1.2 (Espacos vetoriais)

Um espaco vetorial sobre um corpo K é constituido de um conjunto
ndo-vazio FE munido de uma operagdo de adigcao

“

7.

8.

+:EXE— F

(u,v) — utv

e uma operagdo de multiplicagcdo por escalar

- KxE—FE

() T Au

satisfazendo as seguintes propriedades:
1.

Associatividade : (u + v) + w = u + (v + w), para todos
u,v,w € F.

. Comutatividade: v+ v = v + u, para todos u,v, € E.

Existe um elemento 0 € E, tal que uw+ 0 = u, para todo u € E.
Paracadau € E, existe um elemento —u € E tal que u+(—u) =
0.

Associatividade: (a.f).u = «.(B.u), para todos o, € K e
para todo u € E.

Distributividade: (o + f).u = a.u + [.u, para todos o, f € K
e paratodou € F.

Distributividade: «.(u + v) = a.u + a.v, para todo o € K e
para todos u,v € E.

Multiplicagdo pela unidade: 1.u = u, para todo u € E.

&

Um subespaco vetorial de um espaco vetorial £ € constituido de um
subconjunto W # () de ' que também possui estrutura de espago vetorial com
as operagoes induzidas pelas operacdes de F. Como consequéncia, temos
que W € subespaco vetorial de £ se sdo satisfeitas as seguintes condigdes:

1. W € nao-vazio.
2. u+v € W, paratodos u,v € W.
3. awu € W, paratodo o € K e para todou € W.

Neste trabalho, salvo men¢do em contrdrio, iremos considerar apenas
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espacos vetoriais de dimensao finita. Além disso, o corpo dos escalares K,
serd o corpo dos nimeros reais R.

Exemplo 1.2 Os espagos R" = {(z1,...,x,); x; € R, i=1,2...,n} com
as operacoes definidas por

(1, ey @) + Y1y oo Yn) = (X1 + V1,22 + Y2y ooy T + Yn)
AT, ey Ty) (A, Ao, oy Ay)

sdao exemplos bem conhecidos de espagos vetoriais de dimensao finita.
Vamos nos referir aos espacos do Exemplo 1.2 como os espacos R"
canonicos.
Um conceito essencial neste trabalho € o de grafico de uma aplicacgdo.
A respeito desse conceito temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3 (Grafico)

Sejam E um espaco vetorial real, X um conjunto ndao-vazioeT : E —
X uma aplicacdo. O grdfico de T é, por definicdo, o conjunto

G(T)={(u,v) e EXX;u€eE e v=T(u)}.

Exemplo 1.3 Seja T : R — R a funcg@o definida por 7'(z) = 2. O gréfico
de 7" é dado por
G(T) = {(z,2z); v € R}.

Neste trabalho veremos que retas que nao passam pelo ponto (0,0, ...0)
do R™ , podem ser dotadas de uma estrutura de espago vetorial, porém
perdem a propriedade de serem subespacos do espaco R™ candnico . No
entanto, ressaltamos que, neste caso, a propriedade de ser subespaco pode
ser recuperada através de uma nova estrutura.

1.1 PRODUTO INTERNO

Em nosso trabalho necessitaremos do conceito de produto interno de
vetores em um espago vetorial.

6



1.1 PRODUTO INTERNO

Defini¢ao 1.4 (Produto interno)

Um produto interno definido em um espago vetorial E sobre o corpo
dos escalares R é uma funcao (. , .) : E x E — R que satisfaz as
seguintes propriedades:

D) (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,we€ E;

ii) (\u,v) = Nu,v), VA € R VYu,v € E;

iii) (u,v) = (v,u), Yu,v € E;

) (u,u) > 0e (u,u) >0seesoseu#0. &

Exemplo 1.4 No espaco vetorial R” candnico, isto €, com as operagcdes usuais
definidas no Exemplo 1.2, o produto interno (usual) é dado por

(1,29, ooy ), (Y1, Y25 - Un)) = T1Y1 + ToYa + ... + TpYn.

Como um caso particular, se v = (1,1,2) e v = (—1,—1, 1) s@o vetores em
R3, entdo
(w,v) =1-(-1)+1-(-1)+1.2=0.

Se o produto interno de dois vetores € igual a zero, dizemos que 0s
vetores sdo ortogonais.

Definicao 1.5 (Subespacos ortogonais)

Sejam E um espago vetorial com um produto interno (.,.), Wy e W,
subespacos vetoriais de E. Dizemos que W1 é ortogonal a Wy quando
(w1, wy) = 0 para quaisquer wy € Wy e wy € Ws. Para indicar que
W é ortogonal a W5, utiliza-se a notagao Wy, L W. &

Exemplo 1.5 Os subespagos Wy = {(z,2z);2 € R} e Wp = {(t,—%);t €
R} de R? sdo ortogonais considerando-se o produto interno usual. Essa
situacdo estd descrita na Figura 1.1.

De fato: basta ver que se u = (z,2x) € Wy ev = (t,—%) € Wa, entéo
(u,v) = ((z,2x), (t, —%)) = at + 2z(—%) = 0.

Uma das vantagens de se obter subespacos ortogonais € a possibili-
dade usi-los para escrever o espaco como uma soma direta. E claro que,
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Figura 1.1: Subespacos ortogonais no R? candnico

a

W

Fonte: Autores

por definicdo, devemos exigir também que a intersecdo dos subespagos
contenha somente o vetor nulo. No exemplo anterior, podemos escrever
R? = W, @& Wg, onde W, & Wy = {wl + wa; Wy € Wi ew, € Wg}

1.2 PROJECOES CANONICAS

Dados os conjuntos ndo-vazios Ay, A,, ..., A, define-se a i—ésima pro-
jecdo (ou projecdo no i—ésimo fator) m; : Ay X Ay X ... X A;x ... x A, — A;
pondo

mi(a1, Ggy ..y Gy vy Q) = Q4.

Exemplo 1.6 Se A, = R’ e A, = Rentdo, m : R2x R — R?em, :
R? x R — R sdo dadas, respectivamente, por m((x,y),2) = (z,y) e
mo((z,y), z) = 2. Veja a Figura 1.2.

Na Figura 1.2 estamos identificando R? com R? x {0} e R? com R? x R.
Essa identificagdo? € feita de modo natural pondo (z,y) € R? associado com
(z,9,0) € R? x Re (z,y, z) € R3 associado com ((z,y), z) € R? x R.

2Essas identificagdes sdo casos particulares dos isomorfismos entre espagos vetoriais, isto €,
transformagdes lineares bijetivas. Nestes casos, 0s espacos sdo ditos isomorfos.
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Figura 1.2: Proje¢des candnicas

Fonte: Autores

1.3 RETAS EM ESPACOS VETORIAIS

Nesta se¢do trataremos de uma defini¢do de reta em espagos vetoriais.
Recordamos que, no espaco R™ candnico, a reta r que passa pelos pontos A
e Bédadaporr = {(1—t)A+tB;t € R}. Além disso, como podemos ver
na Figura 1.3, (LIMA, 2014), fornece uma defini¢cao similar para segmentos
de retas em espacos vetoriais.

Figura 1.3: Defini¢do de segmento de reta em espagos vetoriais

1.18. Sejam E um espaco vetorial e u,v ¢ E. O segmento de reta de
extremidades u, v é, por defini¢do, o conjunto

vl =01 —tu+ v 0<=L<1%L

Fonte: LIMA 2014

Em consonancia com esta ideia, fazendo ¢t € R, temos a seguinte defi-
ni¢do para retas em espacgos vetoriais.

9



1.3 RETAS EM ESPACOS VETORIAIS

Definicao 1.6 (Retas)

Em um espago vetorial (E,+,.), a reta r que contém os vetores u e v
de E é, por defini¢do, o subconjunto r = {(1 — t).u + t.v; t € R}. &

Exemplo 1.7 Para este exemplo vamos utilizar um espago vetorial mencio-
nado na referéncia (WINTERLE, 1987).

Seja V = {(x,y) € R*x,y > 0} com as opera¢des & de adi¢do e ®
de multiplicac@o por escalar dadas por

(1,91) @ (T2,2) = (21.22,Y1.92) (L.1)
a®d(z,y) = (2% y%). (1.2)

Pela Defini¢do 1.6 um ponto da reta r que passa pelos pontos R(a, b) e S(c, d)
em V possui a forma

1-t)®(ab)®to(c,d = (@ oY a(d d)=(a""c b d)
onde t € R. Assim,
r={(a"". bt dh);t € R} (1.3)

Vejamos trés situacdes particulares:

Caso 1: os pontos R e S possuem a mesma abscissa. Os pontos da reta r
que passa pelos pontos R(2,3) e S(2,4) possuem a forma (2, 317, 4%). Neste
caso, um segmento de reta de V' coincide com um segmento de reta de R?.
Caso 2: os pontos 12 e S possuem a mesma abscissa € a mesma ordenada.
Os pontos da reta s que passa pelos pontos R(1,1) e S(3,3) tem a forma
(117131171 31) = (3, 3). Neste caso, um segmento de reta de V' coincide
com um segmento de reta de R

Caso 3: os pontos R e S possuem abscissas e ordenadas diferentes. Os pontos
da reta [ que passa pelos pontos R(2,1) e S(5,5) tem a forma (2!, 5!, 5).
Neste caso, um segmento de reta de V' nao coincide com um segmento de reta
de R2. Veja na Figura 1.5 a descri¢cdo geométrica dos segmentos de retas3

3No contexto das geometrias ndo-euclidianas a ideia de reta toma um outro sentido. Por
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dessas situagoes.

Figura 1.4: Retas no espaco V'

Fonte: Autores

Usando translacdes podemos obter uma uma sequéncia de retas paralelas
em V. Por exemplo, a equagdo r(s) = (2'71.5! 5") & (1, s) = (2' "5, 5.5")
com t € R, fornece para cada s € R uma reta paralela a reta [ ilustrada na
Figura 1.5. Na Figura ... temos uma ideia de como se comportam essas retas.

Figura 1.5: Retas paralelas em V'

v

Fonte: Autores

exemplo, na geometria da esfera as retas s@o circulos maximos. Quaisquer dois desses
circulos se intersectam e portanto na geometria esférica ndo existem retas paralelas.



CAPITULO 2
ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO

Neste capitulo apresentamos resultados que permitem a construgao de
exemplos de espacos vetoriais do tipo grafico. Conforme ja mencionamos,
o Unico exemplo que conheciamos era a estrutura de espaco vetorial na
pardbola, que pode ser visto em (WINTERLE, 1987).

2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

Nesta secdo apresetamos um resultado essencial em nosso trabalho.
Esse primeiro resultado mostra como colocar uma estrutura de espaco vetorial
no gréafico de uma aplicacao 7' : ' — X, onde E' € um espago vetorial e X
um conjunto nio-vazio. E o que consta no seguinte teorema.

Teorema 2.1
Sejam E um espaco vetorial n-dimensional, X um conjunto ndo-vazio
eT : F — X uma aplicacdo. Entdo, o grdfico de T possui uma
estrutura de espago vetorial n-dimensional. V)

Demonstracao Dados u,v € F e A € R, utilizaremos as nota¢des u + v
e Au para indicar a adi¢do e a a multiplicag¢do por escalar, respectivamente,
em FE. Além disso, os simbolos & e © serdo utilizados, respectivamente,
para denotar a adi¢ao e a multiplicacao por escalar em G(7). A operacdo
de adi¢do @& : G(T) x G(T) — G(T) e a de multiplicagdo por escalar
®: R x G(T) — G(T) serdo definidas por

(u, T(w)® (v,T(v)) = (u+v,T(u+v))
AO (u, T(u) = (Au,T(A\u)).

Vamos verificar que sdo satisfeitas as oito condi¢des de espago vetorial.



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

Dados u = (u, T(u)),v = (v,T(v)),w = (w,T(w)) € G(T) e a, 5 €
R, temos:
1. Associatividade:

ud (vbw) =

2. Comutatividade

uov = (u,T(u)®(v,T(v))
= (u+v,T(u+v))
= (+u,T(v+u)
= (v, T() @ (u, T(u))
= vdu.

3. O elemento nulo é dado por 0 = (0,7'(0)) € G(T'). De fato:

0@ (u,T(u)) (0,7(0)) @& (u, T'(u))

04+ u, T(0+u)) = (u,T(u))

4. O simétrico do elemento u = (u,T(u)) € G(T) é dado por
—u = (—u,T(—u)). De fato:

(u, T(w) & (—u, T(-u)) = (u+(-u),T(u+(-u)))
= (0,7(0)) = 0.



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

5. Associatividade

(@.f)©Ou a.f) © (u,T(u))
(.f).u, T((ev.f)-u))
a.(Bu), T(a.(B.u)))
a® (Bu,T(B.u))

© (8O (u,T(u)))

© (B ou).

(
(
(

6. Distributividade

(a+p)© (4 8) © (u, T(u))

((a+ 8).u, T((er + B).u))
(vu+ Bou, T(ovu + B.u))
(cvu, T(aww)) ® (Bou, T(S.u)
a® (u,T(w) ®B e (u,T(u))

aGudfou.

7. Distributividade

a®uov) = a0 ((uT(w)® (v,T(v))
a® (u+v,T(u+v))
(a.(u+v), T(a.(u+v)))
(au+ awv, T(au + a.v))
(au, T(au)) & (v, T(a.v))
0 ® (u,T(w) & a ® (v, T(v))
aGudadv.



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

8. Multiplicacdo pela unidade

1ou = 16 (u,T(u))
= (lu,T(1l.u))
= (U,T(U,))

= Uu.

Para encerrar a prova, vamos mostrar que se {vy, va, ..., v, } € uma base de E
entdo B = {(v1,T(v1)), (ve, T'(v2)), ..., (Vn, T'(vy,))} € uma base de G(T).
De fato: Se aq, as, ..., a,, sdo nimeros reais tais que

a; ® (v1,T(v1)) ® ... ® a, © (vy, T(vy)) =0,

entao

(a1v1, T(a1v1)) @ ... ® (anv,, T'(ayvy,)) =0,
ou seja,

(a1v1 + ... + apvpn, T(a1vy + ... + ayvy,)) = 0.
Segue imediatamente que a;v;+...4a,v, = 0. Como o conjunto {vy, ve, ..., v, }
¢ linearmente independente em E, segue que a1 = a> = ... = a, = 0.
Logo, B é um conjunto linearmente independente. Por outro lado, como

{v1,v9,...,v,} ébase de E, dado v € F existem ay, ay, ..., a,, € R tais que
v = a1V + ... + a,v,. Assim,

(v,T(v)) = (a1v1+ ... + apvy, T(a1v1 + ... + anvy))
= (aqvy,T(a1v1)) ® ... ® (anvn, T(anvn))
= 410 (v, T (1)) & ... ®a, ® (vp, T(vy)).
Isso mostra que B gera G(7'). Assim, B é um conjunto linearmente indepen-
dente que gera G(T'), possuindo n elementos, como queriamos mostrar.

Exemplo 2.1 O conjunto W = {(z,4);z < 0} U{(0,6)} U{(z,23+2);2 >
0}, pode ser dotado com a estrutura de espago vetorial dada pelo Teorema



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

2.1. Basta ver que W = G(T'), onde T : R —]2, +o0] € a fungio tal que

, se £ <0
T(x) = se £ =0

342, se x>0.

8 O =~

Na Figura 2.1 temos uma descri¢dao geométrica de W. Qualquer elemento do

Figura 2.1: Descri¢do geométrica de WW.

Fonte: Autores

tipo (z,T(x)) com x # 0 constitui uma base desse espago vetorial. O vetor
nulo do espago € o elemento (0,6), o simétrico do vetor u = (x,4) com
r < 0,éoelemento —u = (—z,T(—x)) = (—z, —x3 + 2). Além disso, se
A > 0 entdo

AO (z,4) = Az, f(A\x)) = (A\z, 4)

MO (z,2° +2) = (A, 323 + 2).

Se A < 0, temos que

A (2,4) = Az, \*2® +2)



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

NG (z,2° 4+ 2) = (\z,4).

Em particular, —(—2,4) = (2,10), 5©® (—=3,4) = (—15,4),¢
—20 (—~1,4) = (2,10).

Corolario 2.1

Sejal : E — X uma aplicacdo do espago vetorial E no conjunto ndo
vazio X e ¢ : X — X uma aplicagdo. Entdo,

W ={(v,(¢oT)(v));v € E}

possui uma estrutura de espago vetorial. V)

Demonstracio E imediato, visto que W = G(p o T).

A relevancia do Coroldrio 2.1 estd no fato de que podemos obter novos
espacos vetoriais a partir de um espago vetorial tipo gréfico fixado, como
veremos logo a seguir.

Exemplo 2.2 Um caso interessante € obtido quando X € um espaco vetorial e
¢ : X — X é uma homotetia.! Neste caso, o novo espaco vetorial
W = G(p o T) é obtido a partir do espago G(7") via uma deformacdo
homotética. Para visualizarmos essa situacdo, seja’l’ : R — R definida por
T(z) = e~ @~ V* Para cada A € R, os espacos vetoriais Wy = G(¢, o T)
onde ¢, : R — R sdo as homotetias ¢, (z) = Az, sdo obtidos a partir de
G(T) via as deformagdes homotéticas. Na Figura 2.2 temos alguns casos
particulares para \.

1A homotetia no plano euclidiano € um tipo de transformag@o geométrica que altera o tamanho

de uma ente como segmentos, figuras,etc. No caso das figuras, seu tamanho ¢ aumentado
ou diminuido, mas as caracteristicas principais, como a forma e os angulos sdo mantidas.
Um exemplo classico € o caso de tridngulos semelhantes.



2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

Figura 2.2: Espagos vetoriais obtidos a partir de G(T"), por homotetias

- G0N =GO

14

G( @(I,ei o ]—}

0.2

G( W(I.Ii o ]—}

0.6

Gy, 0T)

G(yp,.0T)

Fonte: Autores

Exemplo 2.3 Sejam T : R — R definida por T(z) = ¢ **, o : R — R a
translagdo definida por ¢(x) = 2+ k, onde k € R. Paracada k € R, o espaco
vetorial W, = G(¢x o T) € obtido a partir do espago inicial W, = G(T))
via uma translacao vertical. Podemos dizer que W}, é uma cépia do espaco
W, = G(T). Veja a Figura 2.3.

Figura 2.3: Espacos vetoriais obtidos por translagdes verticais.

s W2 =Gy, 0T)
Wi =G(p,0T)
]

-4 -2 2 1 ) 1 2 3 4 5
W_,=G(g ,0oT)

Vg W= Glp ,0T)

Fonte: Autores




2.1 ESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO: RESULTADOS E
EXEMPLOS

Nosso proximo exemplo trata de espacos vetoriais unidimensionais 2 no
ambiente R3. Ressaltamos que o caso das retas que passam pela origem de
R3, com suas operacdes usuais, s3o casos particulares.

Exemplo 2.4 Os subconjuntos Wy = {(z,2% 3);2 € R} CR3e

Wy = {(x, cos(z), sen(x)); x € R} C R3, podem ser dotados com a estru-
tura de espaco vetorial dada pelo Teorema 2.1. Basta ver que W7 = G(77) e
Wy = G(Tz),onde Ty, T : R — R? sdo definidas, respectivamente, por por
Ti(x) = (2%, 3) e To(z) = (cos(x), sen(x)). Temos a descri¢do geométrica
destes espacos na Figura 2.4.

Figura 2.4: Espacos vetoriais unidimensionais no ambiente R3.

G(Ty)

Fonte: Autores

Ao considerarmos func¢des de duas varidveis reais podemos obter espa-
¢os bidimensionais no ambiente R? com veremos a seguir.

Exemplo 2.5 O paraboldide W = {(z,y,2) € R3/2 = 22 + y*} pode ser
dotado com a estrutura de espaco vetorial fornecida pelo Teorema 2.1. E
imediato ver que W = G(T') onde T : R? — R € a fungdo definida por

2Como € bem conhecido, os subespagos unidimensionais do R3 candnico ( com suas ope-
racdes usuais ) sdo as retas que passam pelo ponto (0,0,0). Com operagdes modificadas
adequadamente, podemos ter retas do R? que ndo passam por (0, 0,0), mas que sejam seus
subespagos.
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

T(z,y) = x* + y*. Geometricamente TV estd representado na Figura 2.5.

Figura 2.5: Espaco vetorial bidimensional paraboléide

Fonte: Autores

2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

Nesta se¢cdo apresentaremos novas estruturas de espagos vetoriais do
tipo grafico considerando bije¢des no espago dominio de uma aplicagdo. Em
particular, utilizando transla¢des, podemos obter estruturas nas quais o vetor
nulo pode ser qualquer elemento do gréafico pré-fixado.

A respeito das novas estruturas de espaco vetorial para conjuntos do tipo
gréfico, inspirados pelo trabalho de LOPES (2018), apresentamos o seguinte
teorema.

Teorema 2.2

SejaT : E — X uma transformacdo e ¢ : E — FE uma bijecdo.
Entdo, o conjunto
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

W =G(T) = A{(v,T(v));v € E}

possui uma estrutura de espaco vetorial com as operacoes de adigcdo
e multiplicacdo por escalar definidas por

(ol (w) + 7' (), T(p(p™ (u) + ¢ (v))))
(e~ (), T(p(Ap~ ().

ondeu = (u,T(u)) ev = (v,T(v))

udvy
AQu

Q

Demonstracao Vamos verificar que sdo satisfeitas as propriedades de es-
pacos vetoriais.
Dados u = (u,T'(u)), v = (v,T(v)) e w = (w,T(w)) em G(T) e
a, € R, temos:
o Associatividade
Seja z = [u @ v] @ w. Entlo,

2 = (plp ™ (w) + ¢ ' (), T(ele™ (u) + ¢ ' (v))))
(

I
s
5 B

udpv =

21



2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

» Existéncia de elemento neutro. Vamos mostrar que (¢(0),7'(¢(0))) é
o elemento neutro de . De fato:

ud (9(0), T((0)) = (el (u) + ¢ (0))), T(e(e™ " (u)
+ 07 (p(0))))
= (e~ (u) +0), T(p(p~ (u) +0)))
= (v,T(u))=u

o Existéncia de elemento simétrico.
Vamos mostrar que (-u) = (o(—¢ 1 (u), T(p(—¢ " (u))) é o elemento
simétrico de u € W. De fato:

ud (u) = (o(p ' (u) + o (e(=e (W), T(e(e ™ (u)
+ o (= (W)
= (p(e™H(u) = o (), T(p(p~ (u) — ¢~ (u))))
= (9(0),T((0))).

o Associatividade

(@f)ou = (p((a.B).o™ (), T(p((a.B).07" (u)))
= )
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO

GRAFICO

o Distributividade

(a+f)ou

o Distributividade

a® (uav)

(p((a+B)p™ (), T(ep ((a+ﬂ) ()

(plae™ () + B~ (u), (oo™ (u) + Bp™ (1))
(Pl (plagp™ ()))+<p ((ﬂs@ H(w)),

T(p(p™ (plap™ () + ¢ (p(B-o7 ()
(plae™ (w)), T (o 4(@)))

(B~ (), T(p(B-07 (u))))
a®(u,T(u)® B 6 (u,T(uw)
aGud fou

()

o Multiplicacdo pela unidade.
1® (u,T(u)) = (u, T(u)), para qualquer (u, T'(u)) € W.

De fato:

1® (u, T(u))
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

Observe que, se considerarmos a constru¢dao dada por LOPES (2018),
o Teorema 2.2 torna-se um caso especial do Teorema 2.1.

Corolario 2.2

Sejam T : E — X uma aplicacdo do espaco vetorial E no conjunto
ndo-vazio X e (v,T(v)) € G(T') um elemento pré-fixado. Entdo,
G(T) possui uma estrutura de espago vetorial na qual (v,T(v)) é o

vetor nulo e o simétrico do vetor (u,T(u)) nessa estrutura é o vetor
(20 —u, T(2v — u)).

Q©

Demonstracio Basta ver que a transla¢do ¢ : £ — FE definida por p(z) =
r + v é uma bijecio e (0) = wv. Além disso, temos que
(=971 (w) = p(—(u —v)) = p(v —u) = 20 — .

Na verdade, existem muitas estruturas de espago vetorial para o grafico
G(T) tais que o vetor nulo seja (v, T'(v)).

Utilizando as fung¢des seno e cosseno, apresentamos o seguinte exemplo.
Exemplo 2.6 O conjunto W = {(z,y, cos(z) + sen(y) + 1)/z,y € R} éo
grafico da aplica¢do T' : R? — R definida por T'(z, y) = cos(x)+ sen(y) +
1. Com a estrutura dada pelo Teorema 2.1, o vetor nulo de I € o elemento
0 = (0,0,2) e o simétrico de u = (x,y, cos(x) + sen(y) + 1) é o elemento
—u = (—x, —y, cos(x) — sen(y) + 1). Utilizando a aplicag¢do ¢ : R? — R?
definida por ¢(z,y) = 2(z,y) + (7, 7) e o Teorema 2.2, obtemos uma outra
estrutura de espaco vetorial para W cujas operacdes sao dadas por

udv = (r+z—my+w—m —cos(x+z) — sen(y +w) + 1)
AOu = (1=Nm+ Az, (1 = N7+ Ay, —cos(A(x — m))
—sen(A(y —m)) +1),

ondeu = (z,y,cos(z)+sen(y)+1)ev = (z,w, cos(z)+sen(w)+1). Com
esta nova estrutura, o vetor nulo de 17 é o elemento (7, 7, 0) e o simétrico de

u = (z,y,cos(x) + sen(y) + 1)
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

€ o elemento
—u = (2r — z,2m — y, cos(x) — sen(y) + 1).
Na Figura 2.6 temos uma descri¢do geometrica de W.

Figura 2.6: Descricdo geométrica do espaco W do Exemplo 2.6

Fonte: Autores

Exemplo 2.7 Seja
W = {(z,y, Va2 + > = 1) e R/2’+y* > 1}U{(z,y, —2) /2 +y* < 1}.
Veja que W = G(T) onde T : R* — R € definida por

w2492 —1, 224+9y*—1>0
T(x,y>={v y 12

-2, 2 +9yP—-1<0.

Geometricamente IV estd descrito na Figura 2.7.

Para obtermos uma estrutura de espacgo vetorial em W na qual o vetor
nulo seja 0 = (2,3, 21/3) vamos considerar a aplicacio ¢ : R> — R? cuja
definicdo é dada por ¢(z,y) = (z + 2,y + 3). E claro que ¢ & bijetiva e
o ! (z,y) = (x — 2,y — 3). Utilizando a bije¢do ¢ e o Teorema 2.2 obtemos
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2.2 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACOS VETORIAIS DO TIPO
GRAFICO

Figura 2.7: Descricdo geométrica do espago vetorial do Exemplo 2.2.2

Disco abarto de raio 1 no plano
z=-2, centrado em (0,0,-2)

Fonte: Autores

as seguintes operacoes em V.
('Ta Y, T(ZL‘, y)@(zv w, T(Za UJ) = (a:—l—z—Q, y+w—3? T(ZL'+Z—2, y+w_3))

AO(z,y, T(z,y)) = AMz—2)+2, \M(y—3)+3, T(A(x—2)+2, \(y—3)+3)).

E imediato ver que, com essa estrutura, o vetor nulo de W é o vetor 0 =
(2,3,2V/3).

Uma observagao pertinente € que se ¢ : ¥ — E € uma transformacgao
linear entdo »(0) = 0. Também segue da linearidade de ¢ que p(¢o ' (u) +
0 1 (v)) =u+vep(Ap(u)) = Au. Isso mostra que a estrutura de espago
vetorial fornecida pelo Teorema 2.2 € invariante por transformacoes lineares.
Além disso, a referida estrutura coincide com aquela fornecida pelo Teorema
2.1. Por outro lado, se ¢ : E — E é uma bijecdo tal que ¢(0) = 0 ndo
podemos garantir a invariancia da estrutura de espaco vetorial.
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CAPITULO 3

SUBESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO E
ORTOGONALIDADE

Neste capitulo vamos estudar os subespagos vetorias de um espago do
tipo grafico bem como alguns aspectos sobre a ortogonalidade entre eles.

Como ja sabemos da teoria da dlgebra linear, se W é um subespaco
ndo-trivial de um espaco vetorial de dimensdo n e se s € a dimensdo de W,
entdo s € {1,2,...,n — 1}. No caso de R™ os subespacos de dimensio s = 1
sdo retas que passam pela origem. Ainda no caso de R", se s = 2 entdo W
¢ um plano que passa pela origem. Mas, o que podemos falar da geometria
dos subespacos de espagos do tipo grafico?

Vamos ressaltar aqui que os espagos do tipo grafico que estamos es-

tudando habitam em algum espaco R". No entanto, em geral, eles ndo sdo
subespacos de R". Outro fato que destacamos € que os subespagos do espago
R™ candnico,como por exemplo as retas e os planos, sdo graficos de alguma
aplicacdo. Assim, sdo casos particulares dos exemplos que construimos neste
trabalho.
Exemplo 3.1 Neste exemplo destacamos subespacos unidimensionais. Note
que W = {(z,2x,0); x € R} é um subespaco unidimensional do espago R?
candnico. Além disso, W é um subespaco do tipo grafico, pois W = G(T)
onde T : R — R? € definida por T'(z) = (2z,0). Por outro lado, S =
{x,2x,3z); x € R} é um subespago do tipo graico, do R? candnico, pois é o
gréfico da aplicagdo J : R — R? dada por J(z) = (2z, 3z). Identiicando
R? com R? x {0}, vemos na Figura 3.1 uma descri¢do geométrica desses
subespagos.

Exemplo 3.2 Em R? um plano que passa pela origem é um subespago vetorial.
Por exemplo, o plano I que passa pela origem (0, 0, 0) e é ortogonal ao vetor
n = (—1,—1,1) é o grafico da aplicagio T : R?> — R definida por
T(z,y) = —x — y. Portanto, IT € um subespago do R? (candnico) do tipo
grafico. Veja a descri¢do de n e Il na Figura 3.2.



Figura 3.1: Subespacos unidimensionais do Exemplo 3.1

Fonte: Autores

Figura 3.2: Subespaco II do Exemplo 3.2
]

Fonte: Autores
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Para o nosso préoximo exemplo vamos utilizar o seguinte lema:

Dados niimeros reais a,b > 0, existe t € R tal que a' = b se, e somente

se, 1 #£a > 0. v

O Lema 3.1 segue imediatamente da condi¢ao de existéncia do logari-
timo, visto que a' = b < t = log, b.
Exemplo 3.3 Vamos considerar o espago vetorial visto no Exemplo 1.7, isto €,
(V,®,®) onde V = {(x,y) € R* x,y > 0}. Recordamos que as operagdes
em V' sdo

(xlayl)@(x2ay2) = (5171-372,%'3/2) (3.1)
a®(z,y) = (%y%). (3.2)

A titulo de curiosidade o vetor nulo desse espaco é o elemento 0 = (1,1) e
o simétrico de v = (a,b) é —v = (£, 7).

Vamos mostrar que apenas um dos subespacos( nao-triviais) de V' nao
¢ do tipo gréfico. Note que se a = 1 entdo x ® (a,b) = x @ (1,b) = (1,0").
Neste caso,
W, = {(1,y);y > 0} € um subespaco de V' gerado pelo elemento (1,b)
que nao € do tipo grafico. Porém, se a # 1, segue do Lema 3.1 que existe

t € R tal que b = a'. Para esta situagdo,
r© (a,0) =20 (a,a") = (a”, (d')") = (a”, (a”)").

Como a > 0 podemos fazer uma mudanga de varidvel para obtermos que o
subespago de V' gerado pelo elemento (a,b) é W = {(z,z%);2 > 0; t =
log, b}. Para finalizar, basta ver que W = G(f) onde f : R — R ¢
a func@o definida por f(z) = z'. Assim, com execessdo de W, todos os
subespacos nao-triviais de V' sdo do tipo grafico. A Figura 3.3 ilustra alguns
desses subespacos. Observe que na geometria do espaco V' esses subespacgos
sdo retas passando pelo elemento 0 = (1,1).

Note que, se olharmos os subespagos na forma W = {z,2');x > 0,t =
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Figura 3.3: Alguns subespacgos de V'

Fonte: Autores

log, b}, obtemos subespagos que sdo graficos de mondmios monicos. Por
exemplo, se t = 2 entdo W = {x,2?);x > 0}, é o grafico da fun¢do com
dominio R* definida por f(z) = 2. Geometricamente 1V é uma parte de
uma pardbola na visdo da geometria do R? candnico e uma reta do ponto de
vista de V.

Pelas construcdes dadas nos Teoremas 2.1 e 2.2, uma reta r que nao
passa pela origem (0,0) de R? possui uma estrutura de espago vetorial por
ser o grafico de alguma fungdo 7. Um questionamento pertinente € saber se o
espaco vetorial = G(T') pode tornar-se um subespaco de R? com operagdes
de adi¢do e multiplicacdo por escalar adequadas, isto é, subespaco de R? com
uma nova estrutura de espago vetorial. No seguinte resultado mostramos que
toda reta em R? é um subespaco vetorial de R?, dotado, possivelmente,
de uma nova estrutura. Observamos que LOPES (2018), apresenta uma
nova estrutura de espaco vetorial para o conjunto R?, utilizando bijecdes.
Com ideias similares, acrescentando aspectos sobre subespagos vetoriais,
apresentamos o seguinte teorema.
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Seja ¢ : R — R uma bijecdo. Entdo, as operagoes

(z,y) ® (z,w) = (z+20(e () +¢ (W)
AO(z,y) = (Az,0(e0 (y))

definem uma nova estrutura de espaco vetorial para R?. Além disso,
tem-se que W = {(azx, p(zp~1(b))); a,b € R} torna-se um subespaco
vetorial de (R?, ®, ®). Em particular, se T : R — R é definida por
T(z) = p(£o7'(b)) coma # 0, entdio W = G(T).

Q

Demonstracido A provade que (R?, @, ®) € um espago vetorial € essencial-
mente a mesma dada por LOPES (2018). Resta verificar que W € subespaco
vetorial de (R?, @, ®). Dados u = (ax, o(zp~ (b)) ev = (az, p(z071(D)))
em IV temos que:

Dudv=(az+az, o(p™ (p(ze~' (1)) + ¢~ (p(2p (D))

= (ay, p(yp~'(b))) € W,onde y = z + 2.

ii) A © u = (Aaz, p(Ag~ (p(a0 (1)) = (ade, pAag ' (8)) € .

Isso encerra a prova.

Exemplo 3.4 Seja R? com as operagdes de adi¢do de vetores e multiplicagio
de vetores por escalar definidas, respectivamente, por

(z,9) @ (z,0) = (+zy+w-2)
AO (z,y) = Az, ANy —2)+2).

Essas operagdes foram construidas utilizando-se o Teorema 3.1 e a
bije¢do ¢ : R — R definida por ¢(z) = x + 2. Note que o vetor nulo de
(R%, @, ®) € o elemento 0 = (0,2). Na Figura 3.4 a seguir vemos 0 espago
(R?,,®) e seu subespaco W = G(T) onde T : R — R ¢é dada por
T(z)=—5+2.

Exemplo 3.5SejaT : R — R definidapor T'(x) = 23+2. O grifico G(T) é
um espaco vetorial com as operagdes adequadas, mas G(7°) ndo é subespago
de R? com as operacdes usuais. No entanto, fazendo uso do Teorema 3.1,
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Figura 3.4: O espago (R?, ¢, ®) e seu subespaco G(T).

(0,2)

Fonte: Autores

G(T) torna-se um subespaco de R? com as operagdes definidas por

(z,9) @ (z,w) = (z+2((Vy—2+Vw—2)°+2)
AO(2,y) = Az, Ny —2)+2).

E ficil ver que o subespaco W gerado por qualquer elemento da forma (0, b)
com b # 2 é o eixo dos y. Por outro lado, se (a,b) é um elemento com
a # 0,entdo @ (a,b) = (ax, z3(b—2) +2). Isso, significa que o subespago
gerado pelo elemento (a,b) é grifico da aplicacio H : R — R definida
por H(z) = &5 Z)x + 2. Note ainda que se b = 2 e a # 0 entdo obtemos a
aplicacao H : R — R deinida por H(z) = 2. Neste caso, G(H) = S éa
reta, no sentido usual, que passa pelo ponto (0, 2) e € paralela ao eixo dos z.
Por outro lado, se (a,b) = (1,3) entdo H(x) = G(T'). A Figura 3.5 mostra
o espago (R?, @, ®) e seus subespagos W, S e G(T).

Utilizando as ideias de LOPES (2018) podemos modificar a estrtura de
espago vetorial de R? considerando diferentes bijecdes 7' : R — R. Sendo
assim, o formato de seus subespacos vetoriais dependem da aplicacdo 7.
Na verdade, as ideias de LOPES (2018) estao sustentadas pelo teorema do
isomorfismo entre espacgos vetoriais.



Figura 3.5: O espago (R?, &, ®) e seus subespagos W, S e G(T')

vetor nulo

3 2 / 4 0 1 2 3 1

Fonte: Autores

No exemplo a seguir vamos estudar subespacos do paraboloide dado no
Exemplo 2.5. Afinal, geometricamente o que sdo esses subespagos?

Exemplo 3.6 Vamos considerar o paraboloide W = {(z,y, 2> + y?);z,y €
R} com as operagdes definidas pelo Teorema 2.1. Como W possui dimensao
n = 2, seus subespacos nao-triviais possuem dimensdao s = 1. Se u =
(a,b,a® + b*) é um vetor ndo-nulo em W, entdo o subespago S gerado por
u é dado por S = {r ® u;xz € R}. Vamos procurar entender o que é,
geometricamente, o subespaco S. Note que

rOu=21z0 (a,ba +b*) = (az,br, (a® + b*)2?).

Geometricamente temos dois pontos de vista a considerar: do ponto de vista
de W, S € a reta que passa pelos pontos 0 = (0,0,0) e A = (a,b,a® + b?).
Do ponto de vista do ambiente R3, S é uma pardbola. Por exemplo, se
A= (1,2,5) € W, entdo S = {(x,2z,52%); x € R} é uma pardbola no R3
candnico. No entanto, do ponto de vista de IV, é a reta que passa na origem
de W e pelo ponto (1,2,5), visto que (1 — z) ® (0,0,0) @z ® (1,2,5) =
(1—=2).0, (1—2).0, 0.(1 — x)?) & (z, 2z, 5z?)

= (z,2x,52%),de modo que S = {(1—2)©(0,0,0)®z®(1,2,5); v € R}.
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Isso estd em consonancia com a Defini¢do 1.6. Na Figura 3.6 temos uma
descri¢do geométrica de S.

Figura 3.6: Descri¢ao geométrica do subespago S

Fonte: Autores

O subespaco S também € do tipo gréfico, pois S = G(h) onde h é
a restrigio da fungdo 7' : R? — R definida por T'(z,y) = z* + ¥?, ao
conjunto D = {(x,2x);z € R}.

De modo geral, os subespacgos de dimensdo s = 1 em um espaco do tipo
grafico sdo retas passando pela origem do espago, assim como acontece nos
espacos R".

Para o0 nosso préximo resultado vamos considerar um espago vetorial
(E,+,.) e ¢ : E — E uma bije¢do. Conforme pode ser visto em LOPES
(2018), as operacdes H e [-] definidas em £ por

ulBHo = @l (u)+ o (V) (3.3)
AOu = oA~ (u)) (3.4)
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3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

tornam (£, B, [J) um novo espago vetorial. Neste contexto, as operacdes
definidas para G(7T') no Teorema 2.2 tornam-se (u, T'(u)) ® (v, T'(v)) = (uH
v, T(u H v)) e
A® (u, T(u)) = (A wu, T(AHwu)). No seguinte teorema estaremos conside-
rando G(T') com as operagdes H e [J em conformidade com o Teorema 2.2,
estando implicita a bijecdo ¢ : & — F.

Teorema 3.2

Sejam T : E — X wuma aplicagdo do espago vetorial (E,+,-)
no conjunto ndao-vazio X e W = G(T) um espago vetorial do tipo
grdfico. Entdo, S é subespago vetorial de W se, e somente se, m1(S) é
subespaco vetorial de (E,H, ). O

Demonstraciao Suponha que S seja subespago vetorial de W = G(T'). Se
u,v € m(S) e A € R, entdo (u, T'(w)), (v, T(v)) € S. Como S é subespago
vetorial de W, segue que (u, T'(u))® (v, T'(v)) = (uBv, T'(uBv)) € S,istoe,
uBB v € m(S5). Analogamente, A [Ju € 7 (S). Portanto, 71 (.S) € subespaco
vetorial de (£, H,[]). Reciprocamente, se 7 (S) é subespaco vetorial de
(E, B, ) entdo, dados wy, wy € S, existemu, v € Etaisquew; = (u, T'(u))
e wy = (v,T(v)). Segue que u,v € m(S) e como m(S) € subespaco
vetorial de (£, H, ), resulta que u H v € m(S) e portanto obtemos que
(uB v, T(uBwv)) € S. De modo similar obtemos que (A [ u, T'(u)) € S.
Isso conclui a prova da teorema.

Exemplo 3.7 Na Figura 3.7 temos uma descri¢éo do subespaco S = [(1, 1, 2)]
do paraboloide descrito no Exemplo 2.5 e o subespago 71(.5) do espago R2.

3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

Dada uma aplicacdo 7' : £ — X do espaco vetorial &/ no conjunto
ndo-vazio X, podemos introduzir um produto interno no espaco vetorial
G(T) desde que o espago E esteja munido de um produto interno. Apds
introduzirmos esse produto interno vamos estudar os subespagos ortogonais

de G(T).
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3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

Figura 3.7: Um subespago S tipo gréfico e sua projecdo 7 (.5)

Fonte: Autores

Seja E' um espago vetorial com um produto interno (., .)g. A aplica¢do
(. Yo : G(T) x G(T) —» R definida por ((u T(w)), (v, T(v)))cr) =
(u,v)g define um produto interno em G(7"). Vamos chamar esse produto
interno de produto interno induzido.

Antes de enunciar e provar nosso proximo resultado vamos colocar em
forma de lema um fato provado em LOPES (2018).

Seja ¢ : E — E uma bijecio e (E,HB/) a
nova estrutura de espaco vetorial em E construida via
¢ de acordo com as equacoes (3.3) e (3.4). Se

0 € (E,+,.) entdo p(0) é o vetor nulo de (E, 8, ). O
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3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

Proposicao 3.1

Sejam E = (E,+,.) um espago vetorial com produto interno (., .)g e
¢ : E — E uma bije¢do. Se E = (E,8,[J) é o espago vetorial cujas
operagoes estdo definidas pelas equagoes (3.3) e (3.4), entdo a fung¢do
(,.)g = E x E — R dada por {u,v)g := (p " (u), o~ (v)) g para
quaisquer u,v € E, define um produto interno em E. a

Demonstracao Sejam u,v,w € Ee A € R. Entdo:

1)
(uBv,wyg = (¢ (uBov),¢ (w)e
= (¢ el (w) + ¢ ()], ¢ (w)e
= (¢ W) + ¢ (v), o (w)E
= (o (u), o (w)s + (o' (v), ¢ (w))E
= (u,w)g + (v, W)E.
ii)
ABDu,w)p = (@ 'AOu), ¢ (w)e
= (e ()], (w)E
= (Ao Hu), ¢ (w)E
= Mo M u), o N (w))p
= Mu,w)g.
iii)
(u,wyg = (¢ '(u), ¢ (w))E
= (¢ (w), ¢ ' (u)E
= (w,u)g
1v)

(u,u)yg = (@ (u), o (u)p >0
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(u,u)g >0 (), o (u)g >0 ot (u) #0 < u#0.

Para a ultima equivalencia foi utilizado o Lema 3.1. Portanto, as propriedades
de produto interno sdo verificadas e a proposi¢do estd demonstrada.

Se G(T') possui um produto interno induzido, o que podemos dizer sobre
a ortogonalidade entre seus subespacos? A respeito desse questionamento
temos o seguinte teorema.

Teorema 3.3

Seja E um espago vetorial com produto interno e T' : . — X
uma aplicacdo. Os subespacos Wy e Wy sdo ortogonais em G(T)
com respeito ao produto interno induzido se, e somente se, (W) e
m1(W3) sdo ortogonais em E. O

Demonstracao Pelo Teorema 3.2 para cada ¢+ = 1,2, W; € subespaco
vetorial de G(7') se, e somente se, m;(W;) é subespago vetorial de E. O
resultado segue da defini¢do de produto interno induzido.

No préximo exemplo dotamos o espaco R? de uma nova estrutura de
espaco vetorial utilizando uma translagdo. Essa nova estrutura € utilizada
para munir o paraboloide de uma estrutura de espacgo vetorial. Com essas
estruturas o vetor nulo de R? passard a ser o elemento (0, 1) enquanto o vetor
nulo do paraboloide passard a ser o elemento (0, 1, 1). Por fim, estudaremos
no referido exemplo, os subespacos vetoriais ortogonais.

Exemplo 3.8 Sejam (R?, +, ) o espago R? com as operagdes usuais dotado
do produto interno usual € » : R?> — R? a bije¢do dada por p(x,y) =
(x,y) + (0,1). A bije¢do ¢ define uma nova estrutura de espago vetorial no
conjunto R? através das operacdes:

(x,y) B (z,w) = (x4+z,y+w—1)
AE (z,y) = Az, Ay—1)+1).

Considere em (R? 8, [J) o produto interno de dado na Proposi¢do 3.1, isto
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3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

é ((x,y), (z,w))gz = vz + (y — 1)(w — 1). Seja o espago vetorial G(T'),
grafico da aplicagdo T : R? — R definida por T'(z,y) = 2% + y?. Vamos
considerar G(T") com as operagdes

(z,9,T(z,y)) ® (2,w, T(z,w)) = ((2,y)B(2,w),T((z,y) B (z,w)))
AO (2,9, T(x,y) = A (2,y), TAE (z,9)).

Note que o vetor nulo de (R? B, ) € o elemento (0,1) e o vetor nulo de
(G(T),®,®) é o elemento (0,1,1). Se W, é o subespago de G(7T') gerado
pelo elemento (1, 1, 2), entdo

Wy = {(z,1,2° + 1);2 € R}.

Do Teorema 3.3, 7 (W;) = {(z,1); x € R} é um subespago de (R? H,[]).
O subespago S ortogonal a 1 (W;) em R? € dado por S = {(0,y);y € R}.
Ainda com as ideias do Teorema 3.3, obtemos que o subespago W5 de G(T')
ortogonal a 11/} é dado por

W = {(0,4,T(0,9));y € R} = {(0,y,9%);y € R}.
Note que
<($7 L, z? + 1)7 (Oa y7y2)>G(T) = 2.0+ (1 - 1>(y - 1) = 0.

Identificando S com S x {0} e m (W) com 71 (W) x {0}, vemos na Figura
3.8, uma descricdo desses subespacos. !

1Vale destacar que ona literatura corrente uma funcdo f : R — R é um vetor do espaco
infinito-dimensional V' = {f : R — R. Nosso trabalhho muda totalmente o foco e destaca,
em particular, o gréifico de cada fungdo f : R — R como um espago vetorial de dimensdo
finita.
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3.1 SUBESPACOS ORTOGONAIS

Figura 3.8: Subespacos ortogonais no paraboloide

Fonte: Autores
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Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos novos exemplos de espacos vetoriais do
tipo grafico. Além disso, mostramos a possibilidade de munir 0 mesmo
grafico com muitas estruturas de espacgos vetoriais. Em particular, o vetor
nulo pode ser reescalonado para ser qualquer elemento. Nossos exemplos
foram construidos utilizando os ambientes R? e R?. Os exemplos podem
ser generalizados para qualquer dimensdo finita. Além disso, mostramos
que retas que ndo passam pelo elemento (0,0) (ou (0,0,0)) podem ser
subespagos, com as operagdes adequadas. A mesma discussdo pode ser
estendida para os espagos R". Por fim, introduzimos um produto interno em
espacos do tipo gréfico e analizamos os subespacos ortogonais em graficos
deste trabalho.

Apresentamos alguns casos particulares de subespacos do tipo grafico
de dimensao 1. Esses subespacos sdo casos particulares de retas nos corres-
pondentes espacos vetoriais ao consideramos a Defini¢do 1.6.

As retas minimizam a distdncia nos espagos vetoriais R" candnicos. E
nos espacos vetoriais do tipo gréifico, as retas minimizam a distdncia? A
questdo de minimizar distincias, localmente ou globalmente, € um tema bem
conhecido da Geometria diferencial de superficies. As curvas que minimizam
distancias sdo chamadas geodésicas e existe uma teoria bem determinada
para encontrar tais geodésicas. Por exemplo, as geodésicas de uma esfera
sdo grandes circulos, tais como o equador ou o meridiano. As variedades
Riemannians formam uma classe de objetos matematicos que sdo, em certo
sentido, parecidos com os espagcos R" e que sdao dotadas de uma métrica,
isto €, uma aplica¢do com propriedades similares as de um produto interno.
Como ji podem desconfiar, a distancia depende da maneira que escolhemos
para medir. Na teoria dos espacos métricos essa situacao ja € bem conhecida.
No mesmo ambiente podemos ter diferentes maneiras de medir. A questao
de saber em que situagcdes retas em espacos vetoriais minimizam distancias é
bastante sutil e pode depender do ponto de vista a ser adotado. Acreditamos
que o trabalho realizado até aqui serd util em cursos de graduagao e deixamos
a discussdo sobre as retas e distancias para um estudo posterior.



Bibliografia

DORIER, J. L. A general outline of the genesis od vector space theory.
Historia Mathematica, n. 22, p. 227-21, 1995. Citado na pagina 2.

GONCALVES, A. Introdugdo a dlgebra. [S.1.]: Projeto Euclides IMPA,
2000. Citado na pégina 4.

LIMA, E. L. Algebra linear. 1. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014. Citado 2
vezes nas paginas 4 ¢ 9.

LOPES, T. A. Uma conexdo entre a dlgebra linear e a teoria dos conjuntos.
Rio Claro: PROFMAT Universidade Estadual Paulista, 2018. Citado 8
vezes nas paginas 2, 20, 24, 30, 31, 32, 34 e 36.

NAVECA, K. D. A. Espacos vetoriais do tipo grdfico e uma sequéncia
didatica para o ensino médio. Dissertacao (mathesis) — PROFMAT UFRR,
Boa Vista, RR, abr. 2021. Citado na pdgina 3.

RORRES, A. H. C. Algebra linear com aplicacées. 10. ed. Prto Alegre:
Bookman, 2012. Citado na pagina 4.

RUFINO, E. O. N. K. A. D. Novos exemplos de espacos vetoriais do tipo
gréfico. Revista de Ciéncia e Tecnologia - RCT - UFRR, 2021. Citado na
pagina 3.

WINTERLE, A. S. P. Algebra linear. 2. ed. Sdo Paulo: Pearson Makron
Books, 1987. Citado 2 vezes nas pédginas 10 e 12.



Sobre os autores

Elzimar de Oliveira Rufino

E Doutor em Matemética pela Universidade Federal do Amazonas
(UFAM - 2016) Mestre em Matemética pela Universidade Federal do Ama-
zonas (UFAM- 2009), Especialista em Matematica pela Universidade Federal
de Roraima (UFRR-2004) e Licenciado em Matematica pela Universidade
Federal de Roraima (UFRR-1999). E professor do Departamento de Mate-
mdtica da Universidade Federal de Roraima desde dezembro de 2004. Atual-
mente também atua como professor no Mestrado Profissional em Matemaética
em Rede Nacional PROFMAT.

Kayo Denner Alves Naveca

E Mestre em Matemdtica pelo Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, (PROFMAT-UFRR-2021) e Licenciado em Matematica
pela Universidade Federal de Roraima. Atualmente atua como professor na
Escola Fundacdo Bradesco - RR.



	1 Preliminares
	1.1 PRODUTO INTERNO
	1.2 PROJEÇÕES CANÔNICAS
	1.3 RETAS EM ESPAÇOS VETORIAIS

	2 ESPAÇOS VETORIAIS DO TIPO GRÁFICO
	2.1 ESPAÇOS VETORIAIS DO TIPO GRÁFICO: RESULTADOS E EXEMPLOS
	2.2  NOVAS ESTRUTURAS DE ESPAÇOS VETORIAIS DO TIPO GRÁFICO

	3 SUBESPAÇOS VETORIAIS DO TIPO GRÁFICO E ORTOGONALIDADE
	3.1 SUBESPAÇOS ORTOGONAIS


